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n�k4b:gu_*nqvw_*g�x7b�n�hyj}t

H
r

~�hEj�jft*r
Îi9t¢o� Ï Hx+ + Hx− = λx+ + λx−.
��®�q¯°©oÖ�o²R©qª�· Ì ² K

²R©o¸m7º�»

Îi9t¢�9 Ï Hx+ − Hx− = λx+ − λx−.�iº�ºt©oª�·���Þ¥®~´N¯°©o¬�ª~»�9�¢q�4´�ª~º�9�¢ 9!²R©o¸m7º�»

Îi9t¢ ; Ï Hx+ = λx+.
AR® Ì ¯°±d´�À.¯{©qª~·c�
Þ�®G´�¯°©o¬�ª�9�¢ 9"ÑE±{¬�³���Þ¥®~´N¯°©o¬�ª69t¢o�3²¥©o¸m7º�»

Îi9t¢ < Ï Hx− = λx−.
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@z¬�¯°¸?¯{×~´�¯s¯°×�¸
¬�ª�o²+«�¸�À�¯°¬�±0¯°×~´N¯s©7» Ì ¬N¯°× K

¿Á»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀ?´�ª~º
K
¿L»°½�¸m¾T¿L»°²¥³�³�¸�¯{±°©7À;©o»0¯°×�¸

¹�¸m±{¬+«�¸�À.¯{¬�±��N´Nª~º!ª�¬N¯{¸�´�o»°¬�¯°×~´N¯
x+
´�ª~º

x−

À�´Nª�ª~¬N¯ Ì ¸ Ì ¬N¯{×!¹�¸m±{¬ Ì ¸�À�´N®~»°¸ x = x++x−©7»3´Nª�¸�©q·�¸mªR«�¸�À.¯{¬�±�¢�ÝT×R®~»��$¸m©q¯°×�¸�±
x+
¬�±

x−

©7»3´Nª=¸m©o·�¸mªR«�¸�À.¯{¬�±�¬NÑ
H
À�¬�±{±{¸�»°ÖG¬�ª~ºt©oª�·/¯{¬

λ
¢

��!�G§@�9�l�X�t§@¤ Y�[�Y�[ys]t
H
n�k�b�� dfe _�g�`ih�j%kLl:mcmJ_�`ihLn e m�b:`ihLnqp�� n�`
{

γ � n�g�_ b:h � l.n�g�� _�x�_*g�� _�g�`_�nqv _�g
	:_ e `�j:h k z `
{7_�g γ � n�g�_ b:h � l n�g�� _ x�_*g�� _�g�`�_�nqv _�g
	:_ e `�j:h k4j}t H e b�g a _ e {7j:k�_*gct h�j:m E r
~�hEj�jft*rQ@+¬N¯°¸�¯{×~´�¯4ÑE¬�±4¸m«�¸m±{²Í¸m©o·�¸�ª¥«�´�q®�¸

λ
¬NÑ

H
�)¾�¸�Àm´NªÐÀd×�¬R¬¥»\¸�´Nªç¸m©o·�¸�ªR«�¸�À�¯°¬�±�¯{×~´�¯

©7»�¸m©q¯°×�¸�±
K
¿Á»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀ�¬�±

K
¿L»\½�¸m¾T¿L»\²R³�³�¸�¯°±{©7ÀN¢¼ÝT×¥®G»m�

γ
¸m©o·�¸�ªR«�¸�À�¯°¬�±{»4¬�Ñ

H
À�´Nª Ì ¸Àd×�¬¥»\¸�ª/¯{¬ Ì ¸ K ¿Á»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀ�¬�± K ¿Á»°½�¸�¾T¿Á»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀ�¢ ��WV;£R�~§�£2X Y�[��0[ ^0_�`

H a _.b�g n × n K dfe _*g(`oh�j:kLl:mym�_*`ihLn e m�b:`ihLnqpSb�g�� � _*` γ a _6`
{7_g�"m a _�h|j}t � n�g�_Eb�h � l n�g�� _�x�_*g�� _�g�` _�nqv _�g
	:_ e `�j:h k j}t H
r���{�_*g z H

b:g��
KH

k�{�b:h�_
γ

� n�g�_ b:h � l�n�g�� _ x�_*g�� _�g�`Q_�nqv _�g
	:_ e `�j:h k z b:g�� λ
n�kcb:gU_�nqv _�g
	:b � �_ j}t H

n tcb:g��6j�g � l n t λ
j�h

−λ
n�k4b�g'_�nqv _�g
	:b � �_Jjft KH

r
~�hEj�jft*r

γ
o©qª~¸�´N±{o²�©qª~º�¸mÖ9¸mª~ºt¸�ª¥¯z¸m©o·�¸mªR«�¸�À.¯{¬�±d»�¬�Ñ

H
Àm´�ª Ì ¸4Àd×�¬�»°¸mª�¯°¬ Ì ¸ K ¿L»\²R³�³�¸�¯°±{©7À¬�±

K
¿L»\½�¸m¾T¿L»\²R³�³�¸�¯{±°©7ÀN¢ At©qª~Àm¸

KH
©7»z´�o»°¬

K
¿LÀ�¸�ª�¯{±°¬¥»\²R³�³�¸�¯{±°©7ÀN�R¯{×�¸mª�¯{×�¸"»{´N³�¸3¯°×~©qª�·

×�¬�oº~»iÑE¬�±
KH
¢M@z¬�¾ ©q¯�©7»�¸�´�»°²�¯°¬�Ö~±°¬�«�¸3¯°×~´N¯�©qÑ

z
©7»

K
¿Á»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀ��~¯{×�¸mª

(λ, z)
©o»�´Nª

¸�©q·�¸mª�Ö~´�©q±T¬�Ñ
H
©¶Ñ?´NªGº�¬�ª�o²/©¶Ñ

(λ, z)
©o»+´Nª�¸m©o·�¸mª~Ö~´N©o±i¬NÑ

KH
¢^�+o»°¬~�t©q¯z©o»z¸�´�»°²�¯{¬�Ö~±°¬�«�¸

¯{×~´�¯�©¶Ñ
z
©o»�»°½�¸m¾T¿L»°²¥³�³�¸�¯{±°©7ÀN�~¯°×�¸�ª

(λ, z)
©7»�´Nª�¸m©o·�¸�ª�Ö~´�©q±�¬NÑ

H
©qÑ
´NªGº�¬�ª�o²�©¶Ñ

(−λ, z)©7»i´Nª�¸m©o·�¸�ª�Ö~´N©o±i¬NÑ
KH
¢

�

@z¬�¾-¾�¸�Ö~±°¸�»\¸�ª�¯/»°©q³�Ö�o¸Í»°×�¬�±°¯�Ö�±°¬R¬�Ñl»�ÑE¬�±�Õ^±{¬�Ö9¬�»°©¶¯{©q¬�ª~»�;�¢o��´Nª~º <G¢q��¬NÑ�Óh��Ô+¾i×�¸�ª
¯{×�¸�³�´�¯°±{©7À�¸�»�©oªR«�¬�o«�¸�ºá´�±°¸�¬�«�¸�±�¯°×�¸�Ú~¸�oº�¬�Ñ�±{¸�´��ªR®�³ Ì ¸�±{»/¬�±�¯°×�¸�ÚG¸m7ºá¬�Ñ3Àm¬�³�Ö�o¸�µªR®�³ Ì ¸�±{»�¢ ä ×�¸�ª K = J

�N¯°×�¸�±°¸�»\®~¶¯d»;»\¯{´N¯°¸
¯°×�¸T¸��9¸�À.¯?¬NÑ~±{¸m«�¸m±d»\©oª�·i¯{×�¸T±°¬�¾z»���Àm¬�o®�³�ª~»0¬�Ñ
Àm¸mª¥¯°±{¬�»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀ
³�´�¯°±{©7À�¸�»?´�ª~º�»\½�¸m¾T¿LÀ�¸�ª�¯{±°¬¥»\²R³�³�¸�¯{±°©7À�³�´N¯°±{©oÀm¸�»p¬�ª�¯{×�¸m©o±^¸m©o·�¸�ªR«@´�q®~¸�»�¢
@+¬N¯°¸�¯°×~´N¯!®�ª~q©o½�¸�Õ^±°¬�ÖG¬¥»\©q¯°©o¬�ª ;�¢o�/¬NÑ"Óh��ÔÁ�^¬�®~±"Ö�±{¸m«R©o¬�®~»¯°×�¸�¬�±{¸m³â³�¸mª¥¯°©o¬�ª~»!ª�¬�¯!¬�ª~q²
¸�©q·�¸mªR«�´No®�¸�»�� Ì ®t¯+´N7»°¬�¸�©q·�¸mªR«�¸�À.¯{¬�±d»m¢�!�G§@�9�l�X�t§@¤ Y�[��H[?^0_�`

H a _,b K dfe _�g�`ih�j:k l:mcm�_*`ihLn e mJb�`ohLnqp2r���{7_�g
evals(KH) = ± evals(H)

r
ÝT×�¸�´ Ì ¬�«�¸i¯{×�¸m¬�±°¸�³�´�ª~º/À�¬�±°¬�q7´N±{²×�¬�oº�´N7»\¬4ÑE¬�±^¯{×�¸�À�´�»°¸z¾i×�¸�ª KH

©7»�±{¸mÖ~o´�À�¸�º Ì ²
HK
ÎEª~¬N¯°¸3¯{×~´�¯

KH = HK Ï ¢�WV;£R�~§�£2X Y�[���[J^H_*`
S a _6b K d k�� _�� dfe _�g�`ih�j:k l:mcm�_*`ihLn e mJb�`ohLnqp2r���{7_�g

evals(KS) =
i evals(S)

r
~�hEj�jft*rQ@+¬N¯°¸�Ú~±d»\¯�¯{×~´�¯

(KS)2 = −S2
�;´Nª~º

KS
©o»

K
¿Á»°½�¸�¾T¿ÁÀm¸mª¥¯°±{¬�»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀ�¢"ÝT×�¸�ª

±{¸�À�´No�¯°×~´N¯
µ
©7»z´�ª�¸�©q·�¸mªR«�´No®�¸3¬NÑ

A2
©qÑ^´Nª~º�¬�ª�q²�©¶Ñ ±√

µ
©o»z´�ª�¸m©o·�¸mªR«�´No®�¸3¬NÑ

A
¢��z7»\¬

±{¸�À�´No�¯°×~´N¯i¯°×�¸4¸�©q·�¸mªR«�´No®�¸�»T¬�Ñ
K
¿Á»°½�¸�¾T¿ÁÀm¸mª¥¯°±{¬�»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀi³�´N¯°±{©oÀm¸�»T¬tÀmÀm®�±i©qª�Ö~´�©q±d» Ò ©X¢ ¸�¢©qÑ

λ
©7»�´�ª�¸�©q·�¸mªR«�´No®�¸+¬�Ñ;»°®~Àd×�´!³�´N¯°±{©¶µ$�¥¯°×~¸mª�»\¬�©o» −λ

¢B�Í¬�±{¸m¬�«�¸�±��
λ
´Nª~º −λ

×~´@«�¸+¯°×�¸
»{´N³�¸�³"®�q¯°©oÖ�o©oÀm©¶¯Z²�¢"ÛÁ¯3ÑE¬�oq¬�¾z»�¯{×~´�¯

λ
©7»�´�ª=¸�©q·�¸mªR«�´No®�¸"¬�Ñ

S
¬NÑ
³!®�q¯°©oÖ�q©7À�©q¯Z²

m
©qÑ�´�ª~º

¬�ª�q²�©¶Ñ
iλ
©o»i´�ª�¸�©q·�¸mªR«�´No®�¸3¬NÑ

KS
¬NÑp³"®�q¯°©oÖ�q©7À�©q¯Z²

m
¢

�ÝT×�¸�´ Ì ¬�«�¸"¯{×�¸m¬�±°¸�³ ×�¬�oº~»´N7»\¬�ÑE¬�±4¯°×�¸/À�´�»°¸�¾i×�¸mª KS
©7»4±{¸mÖ�7´�Àm¸�º Ì ² SK

ÎEª�¬�¯°¸
¯{×~´�¯

KS = −SK Ï ¢ ä ¸+ª~¬N¯°¸�´N7»\¬3¯{×~´�¯
¯°×�¸�À�¬�ª¥«�¸m±d»\¸T¬�Ñ$¯°×�¸zÖ~±°¸�«¥©o¬�®G»?¯°×~¸m¬�±{¸m³�´NªGº�¯°×�¸Àm¬�ªR«�¸�±{»°¸?¬NÑ�¯{×�¸TÖ�±{¸m«R©q¬�®~»)Àm¬�±{¬�oo´�±°²�×�¬�oº4©oª!¯°×�¸TÀm´�»\¸
¾i×�¸mª
H
�
S
�N´NªGº

K
´N±{¸
åz¸�±°³�©q¯°©7´Nª0¢

� ª�©7À�¸3Ö�±{¬R¬NÑ;¬NÑ;¯°×~´N¯iÀ�´Nª Ì ¸3ÑE¬�®�ª~º�©oªçÓ�¡�ÔÁ¢�WV;£R�~§�£2X Y�[��0[J^H_*`
M a _6b:g n × n

mJb�`ohLnqpSb:g�� � _�` (λ, x) a _6b�g _*nqvw_*g�x7b�n�h�j}t M
r

��{7_�g
� b �

(λ, x+ − x−)
n�k4b:gu_*nqvw_*g�x7b�n�hcjft

Mc − Msc = KMK
r
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� a �|s
t x

n�k
K d k l:mcm�_*`ihLn eLz `
{7_�g (λ, x+)

n�k|b�g _�nqvw_*g�x7b�n�hujft
Mc

b:g��
(0, x+)

n�k|b:g
_*nqvw_*g�x7b�n�hcjft

Msc

r
� e �|s
t x

n�k
K d k � _ � d kLl:mcmJ_�`ohLn e*z `�{�_*g (λ, x−)

n�k b:g�_*nqvw_�g:x�b:n�hWj}t
Mc

b�g��
(0, x−)

n�k b:g
_*nqvw_*g�x7b�n�hcjft

Msc

r
� � �us
t

M
n�k

K d k � _ � dfe _�g�`ih�j%kLl:mcmJ_�`ohLn e b:g�� g�j:g7kLn�g2v  � b�h z b:g�� x
n�k g�j:`

K d kLl:mym�_*`ihLn e*z`�{�_*g
(λ2, x−)

n�kWb�g'_�nqv _�g:x�b:n�hcj}t
M2
r

� _ �|s
t
M
n�k

K d k � _�� dfe _*g(`ohEj%kLl:mym�_�`ohLn e b:g���g�j:g�k n�g2v  � b:h z b:g�� x
n�k?g�j�`

K d k � _�� d kLl:mym�_�`ohLn e*z`�{�_*g
(λ2, x+)

n�k4b�g'_�nqv _�g:x�b:n�hyjft
M2
r

~�hEj�jft*r
Mx = λx

©qÑp´�ª~º�¬�ª�o²�©qÑ
Mcx

+ + Mcx
− + Mscx

+ + Mscx
− = λx+ + λx−

´�ª~º=ÎX´�Ñ�¯{¸m±i³"®~¶¯{©qÖ�o²R©qª~· Ì ² K Ï
Mcx

+ − Mcx
− − Mscx

+ + Mscx
− = λx+ − λx−.Õ?´N±°¯4Îl´ Ï ÑE¬�qo¬�¾z»
ÑE±°¬�³Ø¯°×~¸»\¸�À�¬�ªGº/¸�Þ¥®~´N¯°©o¬�ª0¢ @+¬N¯°¸�¯{×~´�¯ x+ − x− 6= 0

� Ì ¸�Àm´�®~»\¸ x 6= 0
¢

@z¬�¾ ©¶Ñ
x
©7»

K
¿L»\²R³�³�¸�¯{±°©7ÀN�¥¯°×~¸mª

x− = 0
´�ª~º�¯°×�¸3Ú~±d»\¯�¯Z¾�¬�¸�Þ¥®~´N¯°©o¬�ª~» Ì ¸�Àm¬�³�¸

Mcx
+ + Mscx

+ = λx+,

Mcx
+ − Mscx

+ = λx+.�iº�º�©qª�·�´�ª~º�»\® Ì ¯°±d´�À.¯{©qª~·"¯{×�¸´ Ì ¬�«�¸�¯Z¾
¬�¸�Þ�®G´�¯°©o¬�ªG»T²¥©o¸m7º�»TÕ?´N±°¯Î ÌGÏ ¢@z¬�¾ ©¶Ñ
x
©o»

K
¿Á»°½�¸�¾T¿Á»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀ��N¯°×~¸mª

x+ = 0
´Nª~º/¯°×�¸�Ú~±d»\¯�¯Z¾�¬�¸�Þ¥®~´�¯{©q¬�ª~» Ì ¸�À�¬�³�¸

Mcx
− + Mscx

− = λx−,

−Mcx
− + Mscx

− = −λx−.�iº�º�©qª�·�´�ª~º�»\® Ì ¯°±d´�À.¯{©qª~·"¯{×�¸´ Ì ¬�«�¸�¯Z¾
¬�¸�Þ�®G´�¯°©o¬�ªG»T²¥©o¸m7º�»TÕ?´N±°¯ÎlÀ Ï ¢@z¬�¾ ©¶Ñ
M
©o»

K
¿L»°½�¸m¾T¿LÀ�¸�ª¥¯°±{¬�»°²¥³�³�¸�¯{±°©7À��R¯°×�¸�ª

Mc = 0
´Nª~º/¯°×�¸�Ú~±d»Z¯�¯Z¾
¬!¸�Þ¥®~´N¯°©o¬�ª~»

Ì ¸�Àm¬�³�¸
Mscx

+ + Mscx
− = λx+ + λx−,

−Mscx
+ + Mscx

− = λx+ − λx−.�iº�º�©qª�·�´�ª~º�»\® Ì ¯°±d´�À.¯{©qª~·"¯{×�¸´ Ì ¬�«�¸�¯Z¾
¬�¸�Þ�®G´�¯°©o¬�ªG»T²¥©o¸m7º�»
Mscx

− = λx+,

Mscx
+ = λx−.ÝT×R®~»��

MscMscx
− = λMscx

+ = λ2x−.

�

@z¬�¯°¸�¯°×G´�¯T¯°×�¸4À�´�»°¸�¾i×�¸�ª
M
©o»

K
¿ÁÀm¸mª¥¯°±{¬�»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀ+¾�´�»
×G´Nª~ºto¸�º�©qª�ÝT×�¸�¬�±{¸m³ 9t¢o��¢

ÛÁ¯+©7»i½Rª�¬�¾iª�¯°×~´N¯+©qÑ
λ 6= 0

©o»z´�ª�¸m©o·�¸mªR«�´No®�¸4¬�Ñp´
K
¿Á»°½�¸�¾T¿ÁÀm¸mª¥¯°±{¬�»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀ+³�´N¯°±{©¶µ$�

¯{×�¸mª
λ
À�´Nª�ª~¬N¯!×G´@«�¸�´

K
¿L»\²R³�³�¸�¯°±{©7À�¬�±�´

K
¿Á»°½�¸�¾T¿Á»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀ�¸�©q·�¸mªR«�¸�À.¯°¬�±�¢��
®�¯��^©qÑ

¯{×�¸�³�´N¯°±{©¶µÍ©7»4´N7»°¬�±{¸�´N?»°½�¸�¾T¿Á»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀ!´Nª~º
K
©7»�±°¸�´Na��¯°×�¸�ª¼¾
¸�×~´@«�¸"¯°×�¸�ÑE¬�qo¬�¾i©oª�·

¯{×�¸m¬�±°¸�³�¢
�WV;£R�~§�£2X Y�[���[y^0_�`

K a _ b:g n × n
h�_ b � n�g�	%j � "`�j:hLl mJb�`ohLnqp z S b:g n × n

h�_ b � k � _ � dkLl:mcmJ_�`ohLn e K d k � _ � dfe _�g�`ih�j%kLl:mcmJ_�`ihLn e mJb�`ohLnqp z b�g�� (λ 6= 0, x + iy)
b�g|_�nqv _�g:x�b:n�hJj}t

S z�H{�_*h�_
x
b�g��

y
b:hE_�h�_ b � n d 	:_ e `�j:h k�r ��{�_*g z x

n�k
K d kLl:mcmJ_�`ihLn e � h�_*kox�_ e `in 	:_ � l K d k � _�� dkLl:mcmJ_�`ohLn e ��n tWb:g�� j:g � l n t y

n�k
K d k � _�� d kLl:mym�_�`ohLn e � hE_Lkix�_ e `in 	%_ � l K d k l:mcm�_*`ihLn e � r
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~�hEj�jft*r+Ë)¸�¯

(λ = bi, z = x + iy) Ì ¸�´NªÍ¸�©q·�¸mª�ÖG´N©o±+¬NÑ S �9¾i×~¸m±{¸ x
´Nª~º

y
´�±°¸"±°¸�´Na��´�ª~º

´�»°»°®�³�¸
b 6= 0
¢?ÝT×�¸mª

Îi9t¢h� Ï Sx + iSy = −by + ibx.ÝT×�©7»T©o³�Ö~q©o¸�»
Îi9t¢ � Ï KSx + iKSy = ibKx− bKy.ÝT×R®~»��
Îi9t¢�¡ Ï −SKx − iSKy = ibKx − bKy.
@+¬�¾ ©qÑ

x
©7»

K
¿L»\²R³�³�¸�¯{±°©7ÀN�R¯{×�¸mª

Îi9t¢   Ï −Sx − iSKy = ibx − bKy.
@+¬�¾ ´�º~º ��Þ¥®~´N¯°©o¬�ª~»4Îi9t¢h� Ï ´�ª~º=Îi9t¢   Ï �R¯°¬�·�¸m¯Îi9t¢ � Ï i(Sy − SKy) = 2ibx− b(y + Ky).ÝT×R®~»�� −b(y + Ky) = 0

¢ At©qª~Àm¸
b 6= 0
�t©q¯iÑE¬�oq¬�¾z»�¯{×~´�¯

Ky = −y
¢

@z¬�¾ ©¶Ñ
y
©7»

K
¿L»\½�¸m¾T¿L»\²R³�³�¸�¯{±°©7ÀN��¯°×�¸�ª�ÑE±°¬�³ Îo9�¢h¡ Ï �t¾�¸3·�¸�¯Îi9t¢o��� Ï −SKx + iSy = ibKx + by.

@+¬�¾ »°® Ì ¯°±d´�À�¯,��Þ¥®~´�¯{©q¬�ªçÎi9t¢o��� Ï ÑE±{¬�³��
Þ�®G´�¯°©o¬�ªÐÎi9t¢h� Ï �R¯{¬�·�¸m¯Îi9t¢o��� Ï S(x + Kx) = −2by + ib(x − Kx).ÝT×R®~»��
b(x −Kx) = 0

¢ AR©oª~À�¸
b 6= 0
�t©¶¯iÑE¬�qo¬�¾z»
¯°×~´N¯

Kx = x
¢^ÝT×�¸3±°¸�»Z¯i¬�Ñ)¯°×~¸4Ö�±°¬R¬�Ñs©7»
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�
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ºt¸�±�¢ >+»°©qª~·¼»°®~Àd×á¯°±d´Nª~»\ÑE¬�±{³�´�¯{©q¬�ª~»m�?¾�¸�Àm´�ªé¯{±{´�ª~»ZÑE¬�±°³ ¸�«�¸�±°²Ð»°½�¸m¾T¿LÀ�¸�ª¥¯°±{¬�»°²¥³�³�¸�¯{±°©7À
»°©qª~·�®�7´N±�«�´No®�¸�¬�±ºt¸m¯°¸m±{³�©qªG´Nª¥¯4Ö�±°¬ Ì o¸m³Ü¬NÑ�¸m«�¸mªç¬�±dºt¸m±�¯°¬�´�À�¸�ª¥¯°±{¬�»°²¥³�³�¸�¯{±°©7À"»°©oª�·�®t¿7´N±�«@´�q®~¸!¬�±�ºt¸m¯°¸�±°³�©oª~´Nª¥¯�Ö~±°¬ Ì q¸�³ ¬NÑ�¸�«�¸mª�¬�±dºt¸m±�´Nª~º�«R©7À�¸�«�¸�±{»{´�¢ ��¬�±{¸m¬�«�¸m±��~¾�¸!Àm´�ª¯{±{´�ª~»ZÑE¬�±°³Ø¸�«�¸�±°²�o©qª~¸�´N±z»°²t»Z¯{¸m³ ©qª�¾i×�©7Àd×�¯{×�¸4³�´�¯{±°©qµ�¬NÑ?À�¬R¸���Àm©q¸�ª¥¯{»T©7»zÀ�¸�ª�¯{±°¬¥»\²R³�³�¸�¯°¿
±{©oÀ�¬�Ñ�¸m«�¸mª�¬�±dºt¸m±�¯{¬¼´ço©qª~¸�´N±/»°²t»Z¯{¸m³ ©oª�¾i×�©oÀd×�¯{×�¸�³�´N¯°±{©¶µá¬NÑ�Àm¬R¸��/À�©o¸mª¥¯{»�©7»/»°½�¸�¾T¿
Àm¸mª¥¯°±{¬�»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀ�¬NÑp¸m«�¸mª�¬�±dºt¸m±���´NªGº�«R©7À�¸4«�¸m±d»°´~¢ ä ¸4o¸�´@«�¸�©q¯+´�»+´Nª�¬�Ö9¸mª�Þ¥®�¸�»\¯°©o¬�ª�¯{¬Ú~ªGºÍ»\©o³�©q7´N±�¬�±°¯°×�¬�·�¬�ª~´N$¯{±{´�ª~»\ÑE¬�±{³�´N¯°©o¬�ª~» Ì ¸m¯Z¾
¸�¸mª K

¿ÁÀm¸mª¥¯°±{¬�»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀ3³�´�¯{±°©7À�¸�»+´�ª~º
K
¿Á»°½�¸�¾T¿ÁÀm¸mª¥¯°±{¬�»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀ�³�´�¯{±°©7À�¸�»+¬�Ñ�¸m«�¸mª�¬�±{º�¸m±�¢ ä ¸�´N7»\¬�q¸�´@«�¸"©q¯�ÑE¬�±�ÑE®t¯°®~±°¸�¾
¬�±°½¯{¬=·�¸mª�¸�±{´�q©o¹m¸�¯°×�¸�±{¸�»°®�¶¯d»�©qª Ó <NÔ+´ Ì ¬�®t¯�±{´�ª�½¥¿a¬�ª�¸�Ö9¸m±°¯°®~± Ì ´N¯°©o¬�ª~»�¬�Ñ�À�¸�ª�¯{±°¬¥»\²R³�³�¸�¯{±°©7À³�´�¯{±°©7À�¸�»
¯°¬

K
¿LÀ�¸�ª¥¯°±{¬�»°²¥³�³�¸�¯{±°©7Àz³�´N¯°±{©oÀm¸�»�¢

;�¢�� CLKMG Ã0Ä�Å�Æ DLNHOMOQG Ä$Å$ÊEÉuTsÃ0Ç	� C�
�FHG"IcC*KMG Ã$Ä$Å9Æ D*NHOQOMG Ä$Å$ÊEÉ 
 È OMO T)Ã0Ç DÛLª¼¯°×~©o»!»\¸�À.¯°©o¬�ª¼¾�¸/´Nª~´�q²R¹�¸!¯{×�¸/±{¸m7´�¯{©q¬�ª~»\×~©qÖ Ì ¸�¯Z¾�¸m¸mªç¯{×�¸/¸m©o·�¸�ªR«@´�q®~¸�»4´NªGº=¸�©q·�¸mªt¿«�¸�À.¯{¬�±d»i¬NÑ
K + S

´NªGº�¯°×�¸�¸m©o·�¸�ªR«@´�q®~¸�»+´�ª~º�¸�©q·�¸mªR«�¸�À.¯°¬�±{»z¬NÑ
S
��¾i×�¸�±°¸

S
©7»+¸�©¶¯{×�¸m±

K
¿

Àm¸mª¥¯°±{¬�»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀ3¬�±
K
¿L»°½�¸m¾T¿LÀ�¸�ª¥¯°±{¬�»°²¥³�³�¸�¯{±°©7ÀN¢iÝT×�¸!Ö�±{¬¥¬�Ñ^¬NÑ?¯{×�¸ÑE¬�qo¬�¾i©qª~·�¯°×�¸�¬�±{¸m³

©7»i»Z¯{±{´�©q·�×¥¯\ÑE¬�±{¾T´N±dº$�¥´�ª~º�×�¸mª~Àm¸4¬�³�©q¯\¯°¸�º$¢
�WV;£R�~§�£2X ��[o\([�^0_�`

S a _Wb:g n× n
g�j�g��=_�h�j

K dfe _�g�`ih�j%kLl:mcmJ_�`ohLn e mJb�`ohLnqp z � _*` γ a _�`
{7_g�"m a _�h jft � n�g�_ b�h � l n�g�� _ x�_�g�� _�g�`,_�nqv _�g
	:_ e `�j:h kyjft S z b:g�� � _�` A = K + S
r ��{7_�g

� b �
A
b:g��

S
k�{7b�h�_

γ � n�g�_Eb�h � l n�g�� _�x7_�g�� _*g(`,_�nqvw_*g�	%_ e ` j�h k�`
{7b�` a _ � j:g2v `�j E r� a �|s
t x
n�k

K d k l:mcm�_*`ihLn eLz `
{7_�g (λ, x)
n�k b:g._�nqv _�g:x�b:n�h4jft

S
n t�b:g�� j:g � lyn t (1+ λ, x)

n�k
b:g'_�nqvw_*g�x7b�n�hyj}t

A
r
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t x

n�k
K d k � _�� d kLl:mym�_*`ihLn e*z `
{7_�g (λ, x)

n�k�b�g._*nqvw_*g�x7b�n�h4j}t
S
n t b:g�� j:g � lyn t (−1 +

λ, x)
n�kWb�g'_�nqv _�g:x�b:n�hcj}t

A
r

æ Ì »°¸m±{«�¸�¯{×~´�¯!¯°×�¸ ±1
� »©oªÐ¯°×�¸�Ö�±{¸�À�¸�ºt©oª�·ÍÖ�±{¬�Ö9¬�»°©¶¯{©q¬�ª ´N±{¸�¯°×�¸�¸m©o·�¸�ªR«@´�q®~¸�»4¬�Ñi¯°×�¸

³�´�¯{±°©qµ
K
¢?ÝT×R®~»m�¥©qÑ

S
×~´�»

n
o©qª~¸�´N±{o²�©oª~ºt¸�ÖG¸�ª~ºt¸�ª�¯T¸m©o·�¸�ªR«�¸�À�¯°¬�±{»���¯°×~¸mª/¯{×�¸�¸m©o·�¸mªR«�´No®�¸�»

¬�Ñ
K
Àm´�ª Ì ¸4¬�±dºt¸�±°¸�º�´�» µ1, µ2, . . . , µn

©oª�»\®~Àd×�´�¾T´@²�¯°×~´N¯i¯°×�¸4¸�©q·�¸mªR«�´No®�¸�»T¬�Ñ
K + S´�±°¸¸mµ�´�À.¯{q²

µj + λj , j = 1, . . . , n,
¾i×�¸m±{¸4¯{×�¸

λj

� »�´�±°¸¯°×�¸�¸m©o·�¸�ª¥«�´�q®�¸�»z¬�Ñ
S
¢�ÝT×�©7»�©o»

¯{×�¸ Ì ¸�»\¯
±{¸m7´�¯{©q¬�ª~»\×~©qÖ Ì ¸�¯Z¾�¸m¸mª/¯°×�¸�¸m©o·�¸mªR«�´No®�¸�»?¬NÑ$¯{×�¸�»°®�³�³�´Nª~º�»
´Nª~º�¯°×�¸�¸m©o·�¸mªR«�´No®�¸�»¬�Ñ)¯°×~¸»\®�³ ¯°×~´N¯z¾
¸4À�´Nª�×�¬�Ö9¸3ÑE¬�±�¢
@z¬�¾ ¾
¸3×~´�ª~ºto¸´�»\Ö9¸�Àm©o´�0Àm´�»°¸3¬NÑ

K
¿LÀ�¸�ª�¯{±°¬¥»\²R³�³�¸�¯{±°©7Àz³�´�¯{±°©7À�¸�»m¢

�WV;£R�~§�£2X �0[�Y�[-^H_*`
ρ a _ bWg�j:g��=_�h�j hE_Eb � g
"m a _*h z u b:g n×1 K d kLl:mym�_�`ohLn e h�_ b � 	:_ e `�j:hk� e {u`
{7b:` ‖u‖2 = 1 z K

b�g�j:g(`ohLn 	=n]b � k l:mcm�_*`ihLn e n�g
	:j � "`in]j:g z b�g�� Hρ = K + ρuuT
r

��{7_�g
� b � ��{�_|_�nqvw_*g�	%_ e ` j�h k�jft uuT

b:hE_|_�nqv _�g
	:_ e `�j:h k�j}t Hρ
2 z b:g�� uuT

b�g��
Hρ

kf{�b:h�_
n

� n�g�_ b:h � l n�g�� _ x�_*g�� _�g�`,_*nqvw_�g
	:_ e `�j:h k�r� a �|s
t λ
n�kcb:gS_�nqvw_*g�	%b � �_ j}t Hρ z `
{7_�g λ = 1 + ρ

j�h
λ = ±1 z �H{7_�h�_J`
{7_ ±1

b:h�_c`
{7_
_*nqvw_*g�	%b � �_*kyj}t K

r
� e � det(Hρ) = ±(1 + ρ)

r
� � �us
t

ρ 6= −1 z `�{�_*g Hρ

n�k g�j:g7kLn�g2v  � b�h4b:g�� H−1
ρ = Hσ z �H{7_�h�_ σ = −ρ

1+ρ

r
~�hEj�jft*r+�;©o±{»\¯���ª�¬�¯°¸�¯°×G´�¯p¯°×�¸T³�´�¯{±°©qµ

ρuuT
×G´�»s¯Z¾
¬3ºt©7»Z¯{©qªGÀ.¯?¸m©o·�¸�ª¥«�´�q®�¸�» ��ÎE¬�ÑG³!®�¶¯{©qÖ~q©7À.¿

©q¯Z²
n− 1 Ï ´�ª~º ρ

¢B@+¬�¾�»\©oª~Àm¸+¯{×�¸�³�´N¯°±{©¶µ
ρuuT
©o»

K
¿LÀ�¸�ª¥¯°±{¬�»°²¥³�³�¸�¯{±°©7ÀN��¯°×�¸�ª�ÝT×�¸�¬�±{¸m³

;~¢q�/´�Ö�Ö�o©q¸�»m¢��^¬�®Ð³�´@²=´�o»°¬Íºt¸�ÖG¸�ª~ºÐ¬�ªç¯{×�¸/Ñl´�À.¯¯{×~´�¯
H2

ρ = I + (2ρ + ρ2)uuT .
��¬�±

³�¬�±{¸3ºt¸�¯d´N©oo»���¾�¸�±{¸�ÑE¸�±T¯°×�¸4±{¸�´�ºt¸m±�¯{¬!¯{×�¸4Ö�±{¬R¬NÑs¬�ÑpÝT×~¸m¬�±{¸m³ <G¢q�3©oª¼Óq�.ÔÁ¢
�ÝT×�¸"»°©q¯°®~´N¯°©o¬�ª�¾i©q¯°×�´

K
¿Á»°½�¸�¾T¿ÁÀm¸mª¥¯°±{¬�»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀ�»\®~³�³�´�ª~º

S
©o»+ª�¬N¯�»\¬�Àmq¸�´N±+´�»i©oª

¯{×�¸
K
¿ÁÀm¸mª¥¯°±{¬�»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀTÀm´�»\¸�¢P@+¬�ª�¸m¯°×�¸�q¸�»°»���¯°×�¸�¸m©o·�¸mªG»\²t»\¯°¸m³�¬NÑ

K +S
À�´Nª Ì ¸+7´N±{·�¸�q²ºt¸m¯°¸�±°³�©oª�¸�º�©qª�¯{¸m±{³�»T¬�Ñ

S.�WV;£R�~§�£2X ��[���[M^H_*`
S a _ b:g n×n

g�j:g �=_*h�j
K d k�� _�� dfe _�g�`ih�j:k l:mcm�_*`ihLn e mJb�`ohLnqp b:g�� � _�`

A = K + S.
��{�_*g

� b ��� 	%_�hLl _�nqv _�g
	:_ e `�j:h4jft S
n�kyb:g'_*nqvw_*g�	%_ e ` j�hyj}t A2

r
� a � µ

n�kWb�g'_�nqv _�g
	:b � �_cjft S
n tWb:g�� j�g � l n t ±√

µ2 + 1
n�k4b:g'_�nqvw_*g�	%b � �_Jj}t A.� e �|s
t z n�g b � �:n�`in]j:g z S n�kyb � k�j k�� _�� d k l:mcm�_*`ihLn eLz `�{�_*g|`�{�_J_*nqvw_*g�	%b � �_*kcj}t A

b:hE_c_�n�`
{7_�h
h�_ b � j�h�x�"h�_4n�mJb�v�n�g�b:hLl r

~�hEj�jft*r
A2 = (S + K)(S + K) = S2 + SK + KS + K2 = S2 + SK − SK + I = S2 + IÑE±{¬�³ ¾i×�©oÀd×ÐÎX´ Ï ÑE¬�qo¬�¾z»m¢
��®�±°¯°×�¸�±°³�¬�±°¸���©¶Ñ λ ©o»z´�ª�¸m©o·�¸�ª¥«�´�q®�¸3¬�Ñ A,

¯°×�¸�ª
λ2 = µ2 + 1

�
ÑE¬�±�»°¬�³�¸¸m©o·�¸�ªR«@´�q®~¸

µ
¬NÑ

S
¢+ÝT×R®~»��;Î ÌGÏ ©7»�Ö�±°¬�«�¸�º$¢,@+¬�¾ ©qÑ S ©7»�´�o»°¬/»\½�¸m¾T¿L»\²R³�³�¸�¯{±°©7À´�ª~º�©¶Ñ

λ
©7»�´�ª�¸m©o·�¸mªR«�´No®�¸¬�Ñ

A
�9¯°×�¸�ª

λ2 = 1 + µ2
�9ÑE¬�±�»\¬�³�¸¸m©o·�¸�ª¥«�´�q®�¸

µ = bi
¬NÑ

S
�

¾i×�¸�±°¸
b ∈ R
¢�ÝT×R®~»m�

λ2 = 1 − b2
´�ª~º�×�¸mªGÀ�¸��

λ = ±
√

1 − b2
¢�ÝT×�¸�±°¸mÑE¬�±{¸��

λ
©7»+±{¸�´�)©qÑ

´�ª~º�¬�ª�o²/©¶Ñ |b| ≤ 1
´�ª~º�Ö~®�±°¸4©o³�´N·�©qª~´�±°²�©qÑp´�ª~º�¬�ª�o²/©qÑ |b| > 1

¢
�

@z¬�¾ o¸�¯
S Ì ¸�´�±{¸�´N;»\½�¸m¾T¿L»\²R³�³�¸�¯{±°©7À4´Nª~º K

¿Á»°½�¸�¾T¿ÁÀm¸mª¥¯°±{¬�»°²R³�³�¸m¯°±{©oÀ�´NªGº�q¸m¯
A =

K + S
¢�AR©qªGÀ�¸

S
©7»�ºt©o´�·�¬�ª~´No©q¹�´ Ì o¸���¯°×�¸�ª=»°¬/©o» A2.
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A2
×~´�»+ª~¬���¬�±{º~´Nª

Ì o¬tÀd½t»?¬NÑ�¬�±dºt¸m±�·�±{¸�´�¯{¸m±p¯{×~´Nª�����»°¬3¯°×�¸+»{´N³�¸i©7»?¯{±°®�¸zÑE¬�± A.
ÝT×�¸�±°¸mÑE¬�±{¸��

A
©7»^ºt©7´N·�¬�ª~´�q©o¹�¿

´ Ì q¸�¢ @z¬N¯{¸�´�o»°¬¯{×~´�¯�¯°×~¸�¸�©q·�¸mªR«�´No®�¸�»
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©oª�¯°×�¸�Î�¯°¬�ÖG¬�¿
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n × n
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S = H(1)
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±{¸�´�9¬�±iÖ�®�±{¸3©q³�´N·�©qªG´N±{²�¸m©o·�¸mªR«�´No®�¸�»�ÑE¬�±
0 ≤ t ≤ 1.

ARÖG¸�À�©qÚGÀm´�qo²���º�¸�Ú~ª�¸
H(t) = (1 − t)K + tS.

� o¸�´�±°o²
H(0) = K

´�ª~º
H(1) = S

´NªGº
H(t)
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t.
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0 < t < 1,
¾
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H(t) = (1 − t)

(

K +
t

(1 − t)
S

)

.
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1−t
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